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PROBLÈME ANALYTIQUE I. - 


n 


4 


Întéorer da formule (A) … un , dans laquelle m;, A sont 


des nombres entiers & rationnels. 


I. J: fais. ? — y”, d’où naissent les déterminations sui. 


| LEE À ne Re 
: — ee rar my dy 
vantes; d? = my"—"dy; 7"=y". De-R IE 7aES TEE 
n— 1 
s “d : 5 . 
= my dy — =>, Si m, nr sont tous deux positifs ou 
1 y . à . 
ass md 
négatifs, on a toujours (A) — — Si l’un des deux est 
’ . 9 > d À RS ie d? 
négatif, lon aura dans les deux cas (A) = < Re. 
Intécrer la formule ar / 
à Întegre Er vRS 


2. En mettant dans les substirutions précédentes — n à 
la-place de 7, l’on a. 


n 


Th = m7 "4 
en ÿ = dl — mdy. y = 
<= PEN L-+-ÿ” 1-+-y" — TN 
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Oroum>n,où m<n.- Si m >n, le numérateur de Ja 

: PA —1n— 1 Ce . : : 

fraction 2=—— a lexposant positif, sim <7, cet exposant 
1) SRE es RES 


devient négatif. 


Première hypothèse. : m<n: 


"4  — — 


n 


ee _— s ny; mdy 
. L’on fait dans cette hypothè ei le 5; 
3 ette hypothèse —— PR Gr). 
SE SR NE EP De PRES £ A B 2m—n—1 
Je suppose la formule —— = + =; 
y (CS 2 2) y 1 +) 


où À, B sont des constantes à déterminer. En réduisant le 


- A = (A +-B 
second membre > ÿ ai ne — = CES ; donc, 
7, (+57). 5 (+37) 
par Pidencté , À 1), A+B—o, ou B— —1:; 
27h N—1 
& a it D 
En CORÉEN. TR res —, ; 
y, 5 0 ot Ts on 


"Si Ends que m <n, 2MmÏ>n) NOUS serons parvenus À 
n avoir plus de fonctions de y, qui multiplient 14 y”. Mais si° 
2m <n, il faudra encore décomposer la formule 


Im —1n—1 Tr ; 
Pr ESS ÿ’ Hiam( cry) 02 
. 0 3M mn — 
4. Pour cela je fais = — db AnUL no Jens 
: y m (EEE ) ÿ Hi —2m 17 
T: A (A+ B)y”7 
qui étant réduite x = =: —— Ja coni- 
y” +12 (1 y”) ÿ’ +1 ey) n 


dition de lidentité nous présente: encore 


2n=m% =] !| 
CRE CHE BE -T: Le ret dot S mn À. 


Do Rd = 
1-+-y7.. DE 2m 14" 


& par {a substitution: ‘dans la prenière formule . il résulte 


-. 
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{ 


I { $ \ QT 
th) ns spas ee sante y" e. 


. Si Pon a encore 3m <n, par le méme raisonnement & 
les mêmes subsritutions l’on trouvera 


I I TRE 14 


g ne r RES ne CCI I 2 «. 
| SRE sr) 7H Naier rex ÿ ram + Pom juan ES 
FT RAS QE OmEn nr | 


DRE > C’est à he qu ’on poursuivra Îa 


1—+y” 
série jusqu’à ce dernier résidu , où Péxposanc de y dans le 
humérateur dévient’ une quantité positive, ce qui a lieu 
quand! let mulriple g + 1 de m rend (g+i)m>n+:, 
terme auquel on doit toujours parvenir. 


- . Cela fait & revenant:à la valeur de (A), l’on aura 


= 7m d 2 LS . s 1 
(À) x ns £ SSSR ES [Ts 2 SÉRETES = —— may, = Si) … 
4 y” m Free ri: 5m sd 


mdy my PDmEr dy 


eS nr ET qn 1—+-y” . 

I! esc clair , que la série des termes qui ont des déno- 
minateurs monomes, est d’abord: intégrée, le seul terme de 
4: . . + ER Lists dj 2 | ec 
difheile intéoration est [a ie formule . LE, 

RE) 
Je fais (4 se I \r: Mm—n—m FN ré elle de 


mN—1 
ee Le =, li même. que ci-après pour -l’hypothèse de m>x 
I y j 


en changeant N en ». Voyons donc ce pal il arrive dans. 
fines demon: - Pet Le SE 


f 


DES 
ne 0e ph 
né, 

. Feat a 


me 


HAS SES 


RTE ANT 


( 
Ï 
! L 
Fe 
F 
{| 
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mi, | Seconde hypothèse mn 


us 


Lo) 


, ET À 7 md my TT dy 
… 6. Cette supposition dem>nrend(A).…. sn 


oùm_n1 est une quantité positive. Mais si lon fait at- 
tention qu’en changeant -le signe de la quanité #1; 1j re- 


L v 


sulte Ou > AR , & que la ‘différence de valeur dans 
ER SOLE » 

les exposans tous deux positifs:m Aa) Moi 

de Yo ne peut altérer la mérhode qu'on doit garder, à 

capse que.cette dernière fraction conserve toujours la même 

forme Be l’autre la conserve dans Phypothèse de m>n 3 

on. s’apercevra: façilement qu'il suffit d’avoir intégré Ja for- 


EL. 


T 


— 


M À 


mule: £# pour que en changeant 7 en —n soit 
FE 1-7 = | 

e - La ?p = - = ë ; 
aussi intégrée, dans lecasquem>n, & même pour qu'en 
N l’on ait lintégrarion de la même for- 


/ 


changeant n en — 


n 


mule. Lt , dans lhypothèse de m <n, toute Ja 


difficulté d'intégrer celle-ci consistant dans Je dernier 


, m—N—1 
_ d ; 
terme + Pe —. de sa transformée. C’est pourquoi sans 


CEE 


, 5; + * . se m d ' = 23 Sr 
métendre-däyantagé sur la formule ns je vais m’attacher 


eo Pa ps à 5 m 1 ‘ sxé X PSS Vie DA 2 ER ES 
uniquement à l’autre 1 , puisque c’est de Ja mérhode d’in- 
ré ++ , es v - ESS # 


tégrer cette dernière que dépend l'intégration de la première, 
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s 
— 


Intégrer L Rae * 
ntégrer la formule EX = 


1-57 
= m—+ ‘ ST : ‘ 
7: Puisque 4 = 7 © (n°1), les deux hypo- 
‘ I 7 14" 


thèses de 7 >. m, & de n<m se présentent d’abord À l’esprie, 


Première hypothèse n> mm. 


17 - # = RAIN 2 
Qu’on développe en série la fraction = jusqu’au 
: ï 


terme g--1, en prenant g tel que gmæ+ 1 devienne un 
nombre moindre que 7 le plus proche RAS & en ajou- 
tant ensuite le reste on aura. 


mn 1 
my dy _— == my” dy — ses ie en te ne | 


m 


nur” 
— my" ‘dy « ue Æ my" dy _— 


La série des termes entiers est d’abord intégrable, com- 
me l’on sait; le terme de pénible intégration est le der- 


: D mm 17 
nier + 2? qui en faisant 7 — gm =N, se change en 
1+-y” 
N 1 : 
Æ ee & nous remarquerons ici que 7 — gm est né- 


cessairement <m, parce que de n j'ai retranché avec qm 
tout le multiple de m qu’il m'a été possible; donc N & 
lexposant N — 1 de cette dernière formule sera < m. 

8. Mais si n<m, puisque, comme nous avons remarqué, 


mn 1° m1] > z 
2 D = myÿ"dy — D? , en intégrant l’on aura 
CE D j SR CEA Fe se 


C 


2 MOT, en — 


EDS ARE NAT + 2407 ee 
a 


DRE rreesene «Ee GE 


ADS gr eee En ve bent 

” LE € Xe rer « 

n EE à 

Ve COPESRS; ext 22 
“ 


tr 


PONS ONE LE 


j 
à. 
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n 

_— 3 non. T y FRE = ! 
[is = D = fre cahst, Dans la formule af 
Ji D CRC | 


fectée, du signe f > l’exposant 2 —1 de ÿ est plus petit 


F 


N-1 ; ’ 
3 m d 
que 2, Mais dans la formule Ces du n.° 7 nous avons 
‘ ee 


aussi vu que N—1<m; la même méthode réglera donc 


#. s à. 


FR 5 £ = ml ‘d 
l'intégration des deux formules ; & LT 
| 2e 


_ 


TES 
on aura, en changeant en N, Penn de — au . Les. 


sf RER | | 
intègracions de la formule — dans toutes. les : hypothè- 
ses, & dans.les deux cas pour chacune, de 1 >m & de 
my° ‘dy 


mn) 


n < m, dépendent donc de l’incégration de la formule 

RER RÉRPR ER 
dans la seule fypothèse de r <m; ce qui fera Pobjec 
de nos recherches actuelles. Il s’agit donc d” 


Taréaner- la, formule | — si He Phyporéss de r<1n. 
I L 


g. Pour Pinrégration de cette formule Je remarqué avant 
tout que comin’elle consiste presqu entièrement dans la ré- 
solution du ‘dénomimareur -1+-y" En Facteurs binofses & tri- 
nomes, & dans la recherche des numérateurs pour la décom- 
position de la formule én auranr de fractions qui aient ces fac- 
teurs pour dénominateurs , il udra premièrement voir com- 
bien de facteurs binomes & trinomes y ont leu. À rel etier 
on doit distinguer les deux cas de 72 par & de m impair. 
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Si m est pair, l’on conçoit clairement que Ja formule 
1 + y n'a aucun diviseur linéaire & que par conséquent les 


facteurs trinomes seront au nombre de ©. Sim est impair, 


1 + y” étant toujours divisible par 1 + ÿ, on aura dans 


—— 


2 de fac- 


1 y7 ce facteur binome, & un nombre - 


teurs trinomes ; il est aussi connu par la théorie d’Euler, 
que les racines de léquarion y" 1 —o, étant toutes 
imaginaires dans, le castde m pair, & n’y en ayant qu'une 
réelle dans letcas de m2 impair , tous ces trinomes doivent 
étre représentés par la formule générale 


1—2ycos. + y", où # est la circonférence du rayon 


1, r tous les nombres impairs successivement depuis 
1 jusqu'au nombre immédiaremenc‘ plus petit. que #, 
nous ajouterons en deraier lieu que la forme de 4 


LE c H s c o 
fraction binome est = ; & celle de Ja fraction rrinome 


A PR 
pv , & 


générale que la première dificulté se 


—— —= Zz 
ï 2ÿ COS: y 
réduit à trouver les valeurs de H, À, B dont celles qui ap- 
partienuent à À ,B varieront selon les différentes valeurs 


de r; examinons mainténant Je 
Premier cas de m pair. 


ro. Ce cas n’admerranc aucune fraction de dénominateur 
binome, nous aurons, en faisant pour à présent abstraction 
du tacreur différentiel dy, | 


TN 

* CT 27 TS L" 

RP ET en, a 
L 


EN | 
Hi Ni : 
Î 41 16 ESSAI ANALYTIQUE SUR L’INTÉGRATION &c. 
k | = : * + 4 Las B’ 
hi TN AOL AG es EN CRD PRE fee a mm 
| fl Hit _. 147 1—2y cos. + 1—2ÿ cos, —— + * 
14) t 1 2 2m 
al 11 ) 
fl HR = — 
= DES 2 ? 
| 1 RNCOS EE Ent) 
| | . Are By : 
El 1— 2ÿ C0. (m—1) + ÿt 
A . ; » LA ae > + 
IE li à Je fais pour: abrégér = —9@, & Jai 
H | TT 2 2 J : 
HE. | 1—2y COS. = + Yÿ = 1—2y cos:® + y'. Je suppose 
L Le : 4 
fl my*T ! p Jtsh 2 £ P ”. 5 A+ By . R 
| 1437 HPSIORSE (1—2ycos p+y)5 1— 2ÿ COS 9" 5.2? 
{l où P ,:R, S, Q sont nécessairement des fonctions ration- 
d 
[! H nelles & entières de y, 5 le produit des facteurs restans 
Î : à 
| P—S(AHD), 
de 1— 2ÿCOS. en sorte que R= ———— 
| = J PH Y AE . I——2ÿ cos. P+y" 
Bi || & puisque R est fonttion es ene entière, ne) 
Et “sera exactement divisible: par son dénomunateur. Si nous 
fl . ; , . . , va 
Ù | faisons donc ce dénominateur égal à zéro, P—S(A+By) 
ÿ “deviendra aussi zéro ; mais en rendant le dénominateur — 
Êe 1 à zéro, il en résulte Péquation [—2ÿCOS.p+y —0 , 
ü qui donné JE D +éin V1: & par les: règles tri- 
À B_11 Les 
. Pi gonométriques y’ — COS, 29, ie Sin, 19 ab: $ 


y° = cos. 39 + sin. 39 V= ; Où généralement 
ÿ —=cos.tp + sin#p7/=r. Donc, dans lexpression 


prit 


ÉD EJGEERÈ 2 IL 


; P —S(A-+ By) en substituant à y, &:à ses puissances ces 


. valeurs, PS (A+ By) deviendra — 0. Je nomme 
a LV 1, + dy, ce que deviennent P,: S; moyen- 


L 
l 


Le cusitibll 
sntiptinesstons 


_ 
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nant les substitutions des valeurs de y; & puisque * 
P—S (A+ By), l’on aura, eu égard aux déux signes , 
at +BV—1=(y + dy 25) (AHB côs. d +-B sin.® J/—1r) 
a — BV = Y = Sy =) (A4-B cos. ® —B sin:® V/=1) 
P’ajoure-ces deux éqüarions, ensuite je retranche. La seconde 
de . première, & il me vient; . après Îles réductions 

a — yÀ + yB cos. ® — J'B sin. ?; 

B = d'A + 5B cos. o + 3B sin. @. Fee 
enfin par la méthode connue des éliminations , il résultera- 


«y +88 __ cos ® ad —8y 2 Et af — 8. 
dy CHR NET 2 EX y 
1. Ayant MON DÉS Jo Si dans 


{——2ÿ COS. à +3? 
ce e second membre ; Je substitue ) aysa valeur cos.p £ sin.@V=1; 


par Vote ments nécessaire du numérateur . & du déno- 


minateur , l’on aura S —?. Je mets à la place de ces deux 
zéros les deux D petits du, dÿ pour avoir 

Q 
Grade 


—————, & j'obtiens l'équation du —2ydu cos. 
dy 1— 2y Cos.9 y 2 , J A qu : j y = Fe P 


+ du = Qdy.Maintenant je différencie ; en-supposant ces 
-deux différentielles constantes, comte elles le doivent étre. 
puisqu’étant zéro, elles n’ont aucune différence ; & il résulte 
— 2 dydu cos. + 2ydyÿdu = dQ dy; quirme dôiné ï 


du : dQ ; 
£ =S— os En appelant donc E + Fy=r,ce que 


devient © _ e par lx substitution en n dQ de la valeur ordinaire de 


y après la différenciation ; à causé que l’on à Y— cos. ® 
E+Fy=T 
— + sin, P 7 —1 NOUS AUrONS S = —————, Si nous nous: 
An Vi me 


rappelons que pour BR même hypothèse : nous avons fâie | 


+ 
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S—y+dy/-#, il se présentera d’abord'les deux équations 
2ysin@Vi—adsing=E + Fr 

= 2ySin.® VI — 2d sinp=E — F 1/=x, d’où lon 


Sr: F _N 
a y = — OS Substituerons 
pire. facileme nt D na) Ge 


enfin ces valeurs. à celles de À, &B (n.°10) & il en résultera 


ces nou velles formules 
23% 


— 2sin.ç (BE— 
l\= ; 
: E? + EF? 

Pour notre Cas nous avons 
= (cos. ( n—1)@ Æ sin.(n—1) ® }/—:): donc 


3: == 


= 
& — m COS» (r—2)?) B=m sin. (r—1)@. De plus 
Or & à 
_. = my æ=M cos. (m—x1)e + + m esse sin. (m1) ®?. 


De-A Em cos. (m—1)9, F7 10 (m—1) P 

_& par conséquent 

BE—4F—m'(sin. (a=1)® cos. (m=1)p—sin. (m=1)gces. 0) 
= — m *sin. (m—n) D; . 

&E BE — m° (cos. (m—1)® cos. (n—=x) œ: 

= sin.{r—r)® Sin.(n—1)0) = m°coS{m—n)®; EF —m;; 


2 « D 
à ’ 2m cin : 
PORTA donc As Hi = 
= 


2 


ou bien A— — cos. (mm +1)9; B=2 cos. CEDCE 


_& la fraction générale du -trinOmeE 


n)® 


É “A Ey 2 cos. (m— 1+-1)® ay" cos. Ge 
{T2 COS. + y ue 1=— 2y COS. & + y”. 
2 cos. (mr) = = 7 2 2ycos.(m-—n) LT 
2 m 


& 


I-—2ÿ ces. 


7 3° Rs 
C’est pourquoi en re successivement à r les valeurs 
1; 3 255 3 ce MI) À Fptane équation | 
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ET £ La + 
AC 7 RS, my dy LÉ pp + à , < 
Er = my dr ns par la décomposition qu’on à 


trouvée dur derniér terme du second nombre , lon fera ; 
M: Étant pair. | 


2 COS. (n—— 7-1) ae cos. (m — 7) 7 . ydy 
——///1 CT _ 22 : = 
ai Pose. — Dr DUELE 2H02% 


HR eR int De QE pe 
2 tos. (m ET) —. ÿ 2 cos. (m DES 


I——2y cos esp 
2 COS. (mn —>n +1) Da . dy — 2 cos. (m Là) ST. ydy 7 
2 11 2 Tr 


1—— 2} cos. 7 + y 


—— e ° . + . . « =. e _ Pr per AE x 


y ! ee » 
21. 2 : A _— à d —— am — ‘ —— me —— 
pue 2c0s (m = rt) (y à 1) — y £ 2 COS (rm 7 n)(m— 1) ee ydy 
I — 2ycos. (m— D) = +y* , 
EE DLCCEE 2m ST srgi 


= à es es sis ll 


Second Cas? im. impairr --- * 

33. Simiest impair, l’expression-des termes trinomes esc 
la même que la précédente .avec la seule différence qu’au 
lieu que dans celle-là 7 en prenant les valeurs 1, 3, $ , &c. 
rarnve”-su<cessivement ‘jusqu'à m—1, dans celle-cr r. doit 
arrivêr jusqu'àr7:%—"2,.1Ccomme il-est évident; mais dans ce 
cas de m impair, nous avons vu qu’il y entre encore Île ter- 

‘que l’on multiplie par dy. 
Lisp a el 5e ; FE P } 
F1. faut doûc déterminer le.symbole HF, ce que nous ferons 


me du dénominateur binome 


de la: manière-suivante.. Faisant pour. plus. grande généralité 


La PS Lrpsosets P H R 
m Y. — HS: == =, l’on peut aussi'faire-— ae = 5 
CÉDSRSR < L DR ECS 


MERE TERRE, ; de.) 


ñ 
à. 
} 
f 
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où S est le produit de tous les trinomes, & vaut l'équation 


rs gy)s: os 

se 4 ere P —HS 
RÉ , d'où lon tire R — 
GEO EETE ste 5 : | ERP 
& puisque R est une formule entière , P-—HS sera 


exactement  divisible par A 87: c’est pourquoi, Si 
fous supposons + g=0; Où ÿ — — L, cette valeur étant 


substituée en P_—HS, nous aurons P—HS—o, c’est-à-dire 


H — re RER si dans la formule ET, nous mettons 


= me mais Q contenant f+gy, la fraction susdite de- 


vient — ©. It faut donc avoir recours au calcul différentiel 


re 
pour avoir Ja valeur de A, Je fais .H = 5 —= PEL rend 


di = TE, où bien Qdu — Pdy (+ 8y): & en ae 


renciant dans la supposition de du, dy constantes ; 


dQdu = dPdy(f+ 87) + 8Pdy*. 
Hi ES ES este ay ou , puisque 


. De-à — n 10 
= £ | 
f Hey =.0 H = PT lorsque dans P, & dans 
dQ , après avoir différencié Q, lon aura fat y ——#Ÿ: 


Or nous avons P— my, Q—1-+7", & parce que + gy 


heplces be Sp aT d vf MEL ? " HE (te 
= 14 Y) J=1) 81) . = MY ‘, On a donc moyennant 


: e . œ AL AT, & - 
Jes substitutions H — à = (ir) "= ed 
ë& m ONE impair, H=— Ex, & la fraction binome 
pie: LESC _ à 
14-79 1H , : 


ç 


I 


CR 
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14. Je joins ici les deux séries qui représentent la va- 


n 


M] . , . 
leur de —T dans les deux différens cas de m pair, & de 
I 


7 
t 


m impair , & ce sont 


m pair. 


z T LL 
2COS.( m7 —"17+1) == dy 2c0s.(m—n1) D) 


TS LT = my" "dy + — 


or met Le A” 2 
I ARE = = 5) 
7 T 
2 COS.(m—n+ 1) 27e gs ——2 COS.(m ——n) dE -ydy 
2 m s 2 M 
+ 
37 2 
I—— 2ÿ COS, 
Y COS Re Et) 
ST T 
2C05.(m——n+1) dy— 2 cos. (m——n) ya) 
+ 


I 2ycos. 7 + y? 
AE } 
+ ° 0 e ° ° e e . 0 e .— e e 


2 COS (mi nt#1) (mt) dy —2c08.(m—1) (n—1) 2 .ydy 


DE = MERE Er 
L'——y COS. (m— 1) — =.) 
m unpair. 
Z; (——1)"dy 
DR AY 
2. 1-7 CRE MY Y I y 


T T 
2C05 Cn —> 1 + 1) _— ; dy — 2COS. (nm —— n) DE . ÿdy 


se 


T. 2 
KL ÈS to) 


27T 27 
2 COS. (m—n—+ 1) — dÿ —— 2005. (mn) — .ydy 
a ————————— 


32 2 
T2) COS 2e) 
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T 7 
2cos. (m n +1) 7 . dy — 2cC05. (nm —— n) u - ydy 


—- EE 
SDS “ 
LEO y 


—— . Û , . . 0 . e s = ‘ x * 


É ë . = 
| 1 4COS. (rm = 7} +1) (mn ol dy ——— 2 COS. (mn n) ( (m — 2) 7 > . ydÿ 
F À I 2ÿ CO5.(m cs È 
| Ï ÿ cos.( D) 
| k rs. Mais on peut rendre ces expressions encore plus 
| simples en réfléchissanc qu’en général 
*| cos. (7m — 17 +- 1) 7 = cos. + CRE < 
| Fe IT 

fl COS 5 CUS: (DE T + sin, — 7 sin. (a — 1) — 

— — COS. eo — , parce que 7 devant être nombre 1m- 

H : TT 

pair, on aura pour toute valeur de r, cos = —=—t;, 

Fi . 1T : E; 

i sin. — —o. Nous RSR de fa même manière que 
ee: RENE TRE 

=! cos. (m—n) = = — cos. y; & ces substitutions feront 

4 | 

if changer les équations 1° & 2 2° dans les suivantes, 
rl = 
(1 2 LE LS 10 

D Re 5 = Gun) 7 cdy2c05. dy 

Mere INR ONE FRE 

i I 2}cos. —— + 

è 21n 

ll z 37 $z Sn# 

2C05 (n 1) mn dy + 2 cos. DE . ydy 2cos.(7 je : dy+-2cos. DT . ydy 
+4: == LES. = 
É 1 —— 2 cos, 7 .d T=—2: sa É 

Ë 2] y” 27 COS A y 

2CO5, (17——1 —— 1) — .d: an LA 
se ( ) Gn- ) y + 2605. (m - je es 7. ÿdy 


1 —— 2y cos. re nf 


truite 
LAS 
Dane 


| FR 


en 


in 
| 


A D— — 
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m impair. 


LI 
— 
LL) 


7 d (——1}" à 
mo EE n—1 APT) 
De = ÿ dy nee 


2co5.(n— 1) — dy + 2 cos. 7 . ydy 
ï m1 2m 


FT 2 
I —— 2ÿ cos. re —- y 
: Ps : rs ÿ42 Sr 
2C05.( 7 1) = . dy+-20cos. = . ydy 2c0s (n 1) 7 —. - dy-200s. _ -ydy 
Le : cos. 7 F Re ee 
2ÿ CO 5m + y ÿ $. Fe y 


ir 
2) 5534 


2cos.(n —— 1) (m — 2) — DE re 2cos. (m 


2m 


LA 2 
Irae 


I — 2} cos. (m 2 


16. Maintenant il nous reste à préparer les formules pour 
l'intégration, ce que nous ferons en remarquant que 


IT Like a L&. 1 n'T 17 
COS. (7 —4)—I— cos. (TZ ——) = cos. — . cos, — 
2 m1 2m 2m 


EI 2m 
. n'T Q TT . 
sin. 7 sin. -— En mettant donc successivement 
2m 2m 
1,39 $ en [y —, à Ja place de r, & en substituant 


les valeurs qui résultent dans Jes équations De; Co Cr 
Jes disposant convenablement nous obtiendrons 


m pair. 
n 5 T - HA T 
ie  ovdy——2Cos. — dy 2 Sin. ——$sin.—. d) 
7: d Y » J. s y 
me { 7 n—] nx 2m 2 m 2m 
. —_— O =— | 
se D my dy + cos. 


2y.COS Te I 2yC LR ; 
rene À À? UV I —— OS. — 
Y ol 2m ) 21m } 


Î 
| 


Dre » e 
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2ÿdy ——2c05. 27 dy a sin. 277 sin. 7 dÿ 
—}- COS Je 6 2m Sn 
2m $ QT : = = 
z ÿ A ir . 
RUE re 
2 Je x Ù Sa à SF 
—- cos Saw 2ydy— 2c0s, —. dy 2 sin sin. dy. 
27 « = 9 cos DTA 1 1 2} de ST 2 
: ? 7 s 2 A1 


+ , . . fe . e. Se e. . . . > 4 Q LA 


# : 17 . F. 
2ÿdy— 2008 (m—1)— . dy 25in. (m—-1) sin (mn 1) ee dy 


+ cos. (m—1) "7 Re ro e DR — 
ee 2y cos. (m— 1} -7 I 2ycos.(m—1) 7 Lt 
}. 2} cos. ( DT : a NS » © 2m 1 
mm impair. FRE 
7 n ke 
En CE pus DD - : 
= MY dy SE 
ee x 2ydÿ 20. .dy 5 2 sin. sin. >= dy EE 
ÿ°— 2} cos. ST 1+—2yc0s. 7 Lÿ 
2m 2m 
ET ee. sEZ : IT 37 
SU Jar : 2y dy 2C0s, £ dy 2 FR sin. . dy 
| Nate ÿ—2y cos. 17 Et I—2ycos. 7 2 
‘2m 3 2m nn) 
d 2 17 De 
SSéos: sn ; 2ydy Cos. + dy Se 2 sin. Tr Sin. es dy 
ue ÿ'—2ycos. 27, —+- I I — 2ycos Tape 2 
2m DE À 


TS + e ° . . meer se e. e . Q 0 Q , 


2 : T sr nT T: 
2ydÿ—2c05.(m—2)—.dy 2sin. (m2), —sin (m2) 7 
: - 


y —2 cos. (m——2) 7 +7 I—2ÿcos. (m — 2) ca 2 
2m JÉRE PUR 


ad 


. A 
|. ti 


SR 2 nes + em 
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Dans ces équations les formules mulripliées par les cos. 
sont évidemment des différenielles logarithmiques , & cel- 


les qui sont multipliées par les sinus appartiennent aux 


différentielles des arcs circulaires. Je me propose donc d’in- 


.. UT . 7 = 
‘2 sin. <— sin, =— “dy + 


cégrer la formule générique Et, CR cer dre 


17 
I——2ÿ cos, T+y 


en supposant pour plus _grande_ commodité 0 pour avoir 


25in ng sin, @ .dy 


la le à intégrer ,5 Je fais 


1— 2} Co0—+ y 
y—2 cos. p — 1 Sin.p F qui donne dy = du sin.@ : 
ÿ—2ycos.p+1— —=u(sin D) +1—(cos.p)"—(sin.p) Ce ) 
& conséquemment 


ss OR _— no = 25ip, 10 _ 
1 —— 2y COS. @ + } _(sin®) (in). I-u 
D'où en intégrant, l’on aura 
De ® sin ®. dy 
25In 70: * £ . 
2) OU UC) LS (CN 
IL —— 2} cos. P + y 
ÿ —— cos P 
— 2610.20 . arc. (aD9. RATIO 
FT 
7 Ce D F à 4 2 -A 
— 2sin, UT, arc. tanp. | M NES 
2m Sn 17e - 


17. Après tout ce que nous venons de dire, Pon voit 
de quelle manière l’on peut passer tout de suite à l’inté- 
gration des formules $°, 6°. En distinguant donc les deux 
cas, l’on aura 
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| # : | n1 pair. 
A fais 
k a eee 
\ 
N. es 
Î qi | ; n' J “e 2m 
| cos. 7 Jog. G RTE <= TZ +1)—2sin. TT , arc. tang. = 
À | Ê LS sin. — 
E |) [LP 
Di LR 
| " = J— cos — 
| ( + cos. 2. log {y"—2ycos. 27 7 +r)—2sin, — PT, arc. tang. Re 
; ù m = 
H 2: < SITES 
Li fl 27m 
| tte 
fl $ Sir ÿ—cos. 17 
Ste 2 __oycos, 7 -r)—25in. 27. arc.tang. 
Ë + cos, log.(y*—2yc0s. + ) e arr 
1e HS | À . e e LU ® e e La [} -. ° e. e , e e 
Ai) . —- cos. (m—r) 7 — log. G —27y COS. (m1 — 1) — ue 1) 
| LL y— cos (m——1) = 
0 | —)2sin.(m—1) 7, arc.tang. A 
Ë ei: Le Sin {m1 ) 7 
ji —- const. 
t ui em impair. 
PE. 4 | z 
TT NU b : f: 7 d 1 , 
4 JL : RUES —; ZE n° ; 
| id a = + oi) bg. (+5) 
{ pis f Æ 
1h Î » ÿ— cos. — 
E + cos. 7 log. (7° me ms tang. — 
A: sin. — 
à LEP 2m 
FE 
HART 
LU y— cos. 7 
PE: 17 — 
1H cos. Jog. (y° — 27 cos.37 37 pr) a sin. ÀTarc, tang. 22 
| ni 
11 Sin 
: = 2m 


| 
(l ; My os. — 
| cos, 27 Jos. (y°—27 cos, 5743) — SFy, ee 2m 
i1r) cos, Ÿ7 log. (y*—2y cos. 4-1) —2 sin. ÊTarc. rang. : 
sin 2? 
2 mn 
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ne e. . D . ° - CE e Ü . 


+ cos. . (m2) É> Jog. (y*— 2y cos. (m —21) = + 1) 


à 2 ÿ— cos (m——2) ie 

— 2 sin, (m—2) T .arc. tang. _ 
; 21 . w 
«sin. (m——2) — 
2m 


—+ const. 


15. Pour en verir à une hypothèse qui nous soit de quel- 
se 
| nd 

qu’avantage , nous supposerons que = doive être pris de 
manière qu’en faisant 7—0o, le tout soit zéro, & qu'après 
Pintégration 7 devienne 1. Puisque nous avons fait 7 = y” 
ces conditions pour:7 seront les mêmes pour y. Or pour 
la première condition ayant fait yo, le terme algébrique 
s’évanouit dans les deux intÉgrations y & tous les termes 
logarithmiques disparoissent , excepté ceux qui appartien- 
nent aux arcs circulaires pour lesquels seuls [la constante 


a lieu. En représentant donc l’arc générique avec la formule 


J—— COS. — 
lt Q 
2 sin, Dr arc. tang. , Où bien 
24 a 151 
SIN. — e”* 
2 nr} 
e . .… = cos p . enr: 3 = / =" : 
2 Sin. 7219. arc. (ap. ——— = : 


pour satisfaire à la première condition, l’on voit que fa 
formule doit se changer dans cette autre 


COS. pN— 6 
= arc ang. — ne ) 


Das ® 
sia.? 


2sin. np (arc. tang. 


Maintenant j’admets la 2° condition Re & en géné- 
ral il résulte P intégrale or 


er ver” 


[Là 

Î 

Î 
lt} 

He 
fl 
Li 
f 
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; « : « I—— cos @ .  cos.@ 
2 Sin HP Go anp TE AC EANE CRE 


sin, | , ; 
2; par les théorèmes des rangentes. 


—72 S1N./1@ arc. EI ES cos. @ 


À 


D 


+ 3 + E “ CC . = 3. « À — Li 
Sur le rayon AC = 1 du cercle ADE, je prends 
CB = cos. ®, & le‘sinus BD — sin. D, qui lui est normal. 
Je tire par À & D la corde AD, qui étant prolongée ren- 


contre au point © fa ligne CO perpendiculaire à AC, 


Enfin du céntré C, & de l’extrémiré du diamètre E je tire 
és droites CD , ED. 
J'aurai AB : BD :: AC : CO, c’est-à-dire 1— cos. : sin. ® 


Ne 6 L 4 ï 
4 CO = STE? - , 
::1:0 =. Mais CO est tangente de l'angle 


CAO = ADE — AED = 90°— — — core 20 changeant 


ACD T oo 
les angles en arcs. Donc l'arc général — : — LE & l’inté- 
{ : £ à 


grale générale =2 sin.ng (T—?) —2 SIM (ee 27 
G 4 2 27 4 4m 


— 


Oil (m—r). Donnons à r les valeurs successives 


de 1, 3, $ «… | 52, & en les employant pour les 2 inté- 


m—2 Ÿ 


() . . 
.grales du n. 17, après avoir fait ÿ—1 nous aurons 


Pons 


Danmagesneer en rover | 
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m pair. . 
2 | ) | 
fée Teos 7 log.(2—2cos2 ) 7 (mx) sin, 
1-7 22. 2m 


© + cos. 27 Jog.(2—2 COSu—. ) = 2 hi 2) sin, =. 


S17 ST 
cos. —log.(2—2 cos. ) — (M — s) sin 


. 


—- e. CRETE e GE 0 Q ge 


co On 5) 7 log. (2—2 cos. (m—1) 7) 


- 1. Sin. (mn id 


e 
2 Tr 


m 2m paire 


RU UC 


RE dqe ; \ É 


3n7 3: D 1T 
Jose. log. . cos. ie) RE À — (m3 )sin. 2e 3 
ST è : 7 SUT 
+ cos. x log (2—2 605.2) — (mes )sin. 


+ Crete IC 5 rome Ns ST 4. : 
+ cos. s. (m1 ee log. G— cos. (m2) 2n)— F2 Sin. (m2) > 


Les derniers termes des rangs horizontaux forment les 


deux séries suivantes, 
mL pair. 
T° 2 (nn) si sin.= (m3) sin. Fe mes )sin. 2e ee 


+ (mm —( dt=1) ) sin. D ee SIN CES © 
d 


RSR re eme 
TL, ation x - " éhiade mes 


LA z 4 
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m impair. 


es LE nt. Le + (m—3) si. = 


+ (ns) sin À Due . + (m—(r-r) ) sin. Gi) .. 


- 2 sin. (m0) =) 


£ ; A 17 éd LA 2 
Où (ie —21 du s10. (2 t— 1) — représente le terme géné 

. T 
2 des deux séries; & 1.sin. (n—1)  ; 2sin.(m—2) 5% en 


sont les derniers termes. Maintenant cherchons-en la som- 


, = 
me en faisant abstraction du coefficient — =. 


19. Pour sommer ces séries du même terme général 


a+ m1) sin. (=) = 77, ayant fait pour plus Pride 


commodité — — 8 ) je “oppose que la somme est 
(at+b) sin. (2t+-1) CEE (ct +-d) COS. (at +1) 0 + const, 
À la place de rt je.mets.s— 1, & al résulte 
(at—a+b)sin. Gi—1Y +-(ct—c+#d) cos.(21—1)0 + const. ; 
la diflérence de ces deux formules sera donc égale au terme 
général (— 21 + m +5) sin, (24—1) 0: : 

mais sin.(2t-1) 0— sin.(26—1+2)0 — sin. (at—1)8 cos. 20 
+ cos.(2t—1)0 sin. 20 ; | 

& de plus cos. (25 +1) 0 = cos. (2t— 1242) L] 


== cos. Qar—1)0 cos, “20 sin,  (2t—1) 6 Sin 20 Done en 


RE ET ee” core 
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substituant ces valeurs dans la première formule, & en 
retranchant ensuite la seconde , on aura cette équation 

(Ce cos.20—csin.20—4) tb c0s.20—d sin 20-+a—b) sin.(21—r)8 
=(—21#mt1)sin.(2r—1)0 
(Ca sin.20-Lccos.20—c)1-+-bsin.28+d cos. 20-+-c—d) cos. Ce 

De-R les 4 équations suivantes. 
DICO UE COIN DU 
2° asin. 20 + c cos. 20 = 6—"% 

3° cos. 20—d sin. 20+a—85— m1 


4° b sin. ec COS. FOSC JE 


De la résolution des deux premières on tire 


sin.20 
a=1, cC—-——;; & de celle des deux dernières 
pe m 1 + cos 20 (m—— 1)sin. 28 
pee 2. 2(1—cos.28)" Ds, 2(a=—cos20)4 


nec Ê somme cherchée sera 


De M 1—— cos.20 
C pbs Re) (ti + 1) 


arsin 20 — (m——1}sin28) cos. (21-471) 8 
EE 


- 2{1—cos5:20) . 
Ensuite nous déterminerons la constante par la condition 
qu'ayant fait t=1 , cetre somme doit être (m—1) sin. 6, 


; 7 . sen ] s 
l CS Nr x I —— cos 2 
& nous aurons l'équation (5 = es Se) sin. 30 
2 sin. 20— 1 }sin.28 + . 
MT coë. 38 + const. —(m — 1) sin. 9 ; 
2(1——cos. 28) 


c’est pourquoi Br les théorèmes trigonométriques nous 


co m 


obtiendrons const, —= 1—c0s 25 ES SET 


» 
+ 


YTIQUE SUR LINTÉGRATION &C. 


24 ESSAI ANAL | 
omifne .va jusqu’au terme général ; mais comme 
ites les derniers termes ont pour coefh- 
sommes jusqu’à ces derniers ter- 


_. Cette :s 
dans nos. deux su 
cient I 2, on aura les 
— mes en faisant —2H+MmHII) ER c’est-à-dire 
D m, &—=mMm—T:; d’où en substituant 72 à 24 on 


obtiendra la somme pour le cas de ire | 


(DO Qe 203.8 : 
1—1-cos.28 CAS ; + -:sin.28 m 
Zi tos 20) sin. (x + 2 nc os.(7 1 )0 + PAL NE 


Nous remarquerons ici que sin.(m +1) 0—sin.m cos. 0 
—-cos.m8 sin. 0 — sin. _ cos.0 +cos. 7 sin. 0 — cos. _ sin.0, 
parce que quelque soit 7, on a toujours sin. === 0. De même 


cos. (m—1)0— cos. m0 cos. 8 — sin. m0 sin. 0 = cos. “Zcos. ü 


— sin. 7 sin, 0 = cos. © cos. 0. Donc cette somme de- 


En de 0 me num un eo) m 
= 2(1——cos:20) | sin 0 
+ Coco ON Tes 7 
LEA cos.z8) _ 2sin.8 2sin 8 per & 
CS : HET AS ec 2Sin, =— 
2m 


.. Pour le cas de # impair À la place de 24 on doit met- 
fre m—1, & la somme devient 


# 


mi impair. 


2 + cos 2B 


… mn / £7rt î 
2: C 2 sin./7 eu + $ _ mm tm / = € de para TE à ça: : 
2 (1—cos.:8) 0 2sin Ô 2s1n.0 re par la rat- 
2S1In. 
21m 


s Por mn è . : ’ : 2 
son que sin.n0 = sin. 7 —o. C’est pourquoi dans les deux 


qd gr 
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cas de m: SEEN &. de’ m2 impair 2. la somme de chacune 


des deux séries n’est que ) & en multipliant par 
= y ee RES 2 sin. ia À + + pe 


le coefficient — 7) l'intégrale des termes appartenans aux 


sinus dans les séries du n.° 18 Sera dans [es deux cas 


Abrégeons encore davantage l’expression générale 


rT = 
log. (2 —2cos. 7). Puisque 


2 


2 
© Ô 
1—CoOs.® —2 —2{cos. 2) —= 2 (sin, » ; nous aurons 


log.(2—2cos.p) —log.4(sin.;) =2log.2sin.f=2log.2sin. 7 ; 


Dopc en donnant à r-ses valeurs successives ordinaires & 
en substituant le tout dans les intégrations dy n° °18., l’on a. 


m pair 


1T 


m : : . 
—- 2COS. 
7 21m 


| FRE 
À & 

| 

0 


G T 
. 2sin. Z 
log s — 


327 I . 37 S SAT Ï . ST 
+ 20cos, 77 log. 2sin. > + 2cos. 5 log. 2sin. — 
T 
HS. — 2005: (ut) es 2Sin.(m—1)= — =. 
. 4sin. — 
a m 


m impair 


fx Se + — à log. 2 205, 7 log. 2sin. 7 Rs 


LH . 4m L 
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30 JV: : 37 | sir 5 ST 
—-2cos — log. 2sin. 4m + 2005. 2 log. 2sin. — 
Let SRE HT. : T _. 
+... + 2cos.(m—2) ;,log.2sin.(m—2)— =. 
4sin = 
[474 


ARTICLE Il. 
PROBLÈME ANALYTIQUE II. 


L11 


— 


Intésrer la formule 2% dans laquelle m, n sont des nombres 
et 


entiers @& rationnels. 


1. Je fais comme dans le problème 1° 7—ÿ”, & jai 


ñn 
— 


| nl ed) en no 
la formule M dy + = 2 
1—{ pe es 


Je ne considère point les cas de » négatif & den S m, 
parce que tout ce que nous avons dit sur ces hypothèses 
dans l’autre problème , est applicable à celui-ci , moyen- 
nant quelqués changemens faciles ; & je me borne à 


n — 
MY 


Pintégration de la formule TS) dans l’hypothèse de m>. 


1—— 


Le nombre 7 peut être pair ou impair ; dans le cas de 


m pair, il est évident que le dérominateur 1 — +” con- 
tient deux facteurs linéaires 1+y, 1 —y, & dans le cas 
de m impair, le facteur 1 —y seulement. Les autres fac- 


teurs correspondans à 72 pair ou impair sont selon la 
théorie d’Euler des trinomes de la forme 


2Y cos. = y, dans lesquels æ sisnifie la ci 
1 — 2ÿCOS. —— + y", dans lesquels signifie la circon- 


ET PS 
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férence du rayon 1, r la série successive des nombres 
pairs , qui.commence depuis 2 ; & se termine au nom- 
bre immédiatement plus petit que m ; considérons la pre- 
mière hypothèse de 


m pair. 


2. Les facteurs linéaires de 1—Y7 dans cette hypothèse 
étant deux; 1° 1 + y, 2° 1 — y, le partage de la frac- 


n—I 


: . , d . = 
tion intégrale 2%, ou, en laissant à part dy, de la frac- 
Ie 


ñn —1 
- m fr . 
tion ———, se réduira à cette forme, 
I—y Ë 

H H' À + B A'+-B' 

© + —— 7 

ir) = } I —— 27y cos. 27 + 32 I——2})cos LL + y? 

2m ( ÿ F 2m ÿ 
= | * >! : A!" SE BE‘ , e 
—- e « . ee __e- + ———— 2 

TV LEGS) » m0 


& tous ces diviseurs trinomes sont représentés par le tri- 


FT. 


nome général 1 —2y cos. — +-y*. À présent il nous 


27m 


faut chercher la valeur des constantes H , H', A, B, &c. 
my" | P 


? ° O TT 2 = dore 
Pour abréger je fais  —9 ) & je nomme en 
& ensuite Q —(r — 2y cos. + y*)S , d’où il résulte 
Q De (1——2;cos p+y)S La 1—— 2ÿ COS.8—+-y" SLA 


P,Q,R, S étant nécessairement des fonctions rationnelles 
entières. Cela posé nous trouverons comme dans le problème 


précédent R — Ce & conclurons que supposant 
: . I——2ÿ ços.p—+y 
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1— 2ycoù.®+y—=0o, c'est-à-dire y=COS® +V/— 5 sin.p y 
moyennant la substitution de cette valeur de y dans P-.SÇA 
+ By), P — S (A + By) deviendra — o, de manière qu’en 
nommant æ +By/—1, y + d'V/—1 ce que deviennent Ps 

S, si lon y substitue la valeur de y, & qu’on répète fé 
opérations du problème précédent , on parviendra enfin 


aux deux équations. 


ay +-BS cos ® af —8y . BB D ad — By 
= PES Ai sin? PE 2 ARS In DJ y 


= L . 4 . .. O 5 
Ainsi en raisonnañt coînme au m 11. ; & en nommant 


— ne | és 
E+Fy/—7 ce que devient © moyennant la substitution de a 


E+Fy==7 


— ; & puisque 
valeur ordinaire de y, Von trouve S =— PS P a 


dans la: même : hypothèse Pon. a _… = Ve SV, il nous 
résulte deux équations dont NE résolution nous fournit 


| EE SS ) COX 
mer ne y = ——— Ces valeurs étant introduites 
.2 Sin. & 2 Sin. se... 


dans iles de À, B, nous fournissent 


eo et2E EF). B __ 2(@E-+8F) 


A ——2sino(B8© se) 
À 
HO <a sv 4 EF ETIRE 


. 3. Nous avons ici, comme dans le prémier problème , 
M — > S r d 
— my ; mais Q —1—7y", & par conséquent F- 


= 1). 0 + Donc en mettant à [a PACE de ÿ  Vesis” 


cos.® + V x sin. ®, Von aura 
P=m(cos.p HV=r. sin.p) T'=m (cos.(n—1)}? EV=r Sin. (1—1)®); 


Fe — — m (cos. p + V/_=1 sin. PS 


= —— (cos. GARE) p + 1. sin. RES P ): 
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2) 
Donc a —mcos.(n—1)p, B=—m sin. (n—1)®, 
E = — m cos. (m—1)9, F = — m sin. (m—1)9. 
RCE " 
De-fà Re Ci (Z2—1)9 cos (m—r}) 
; 5 aE+gF 
+ sin. (m—1)9 cos. (n71—1)@ — sin. (m—n)9; Re 
= — COS. (m—1) ® COS. (n—1)p — Sin. (m—1)@ Sin. (n—1) ® 


Æ — COS. (m—n) D. C’est pourquoi 
À —251n.@ Sin.(m—n)p +2 COS.pCOS.(m—n)p —2C0S. (m—n+1)p; 


B= 2 cos. (n—1)p COS. (n=1)® — 2 sin. (m—1) ® Sin. (n—1) 
— — 2 COS. {m—n) ®, 


& par conséquent la fraction du trinome général 


2 cos. (mn nH1)®—2ycos (m n)? 
I——— 2}ÿ COS. G+ y 
2 COS.(m—n+r1) 7 —— 2y cos.(m—n) 7 
PR 2m 2 m1 
=— ESS TE mt Dane ee 
E— 2y cos. 7 + y? 
2m 


A © . 
où r doit prendre les valeurs paires. 


4. 1 nous reste à déterminer les deux numérateurs dans 
H H' 
jeu; 


la manière suivante. Puisque nous avons vu ( n.° 13 ) que 


les fractions binomes 


, ce que l’on fait de 


pour la fraction ns on pouvoit se servir de l’équation 
o 

gPdy : dQ y» < Ze f 

Br To + en P & en © Pon fai yY=—$#, 


ayant (f+gy)S —=Q, Q—1—7y", pour le cas de fa 


À  — H 3 : 
première fraction ne Je facteur f-gy devient 1), 
\E à e 


RL PAS LME 


pa 1 FE: 3% 


l 
TS 
À 
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qui donne f—1, g—=1; y——17+, & H= 7 : 
d 
Mais dQ = — my" ‘dy; P= my". Donc H — 


ES 


M — 1 


1 = ] 


lors qu'en H lon mes — 1 à la place de y, qui rend 


U—1 


ES 1) É— 7 
H = — CS = (—i) = — (—i > Parce que, à 


cause de m pair, Von a (—1)"—" — __r, Pour le cas de 
| H' 
e ? 1 ; 
la 2° fraction —— , l’on fait frgy—1—y, c’est-à-dire fx, 
Se Pd LC 
B——1; y—:1; d’où H—— 0 = —— —:1, & enfin 
) 


= 


: : H H'° re 
les deux fractions binomes = +5 =" C0 Je 6 
I y 1— y + y en 


s- Il sera done facile de présenter dans ses fractions bino- 


5 Uiiæez Tq 
mes, & trinomes la valeur de ——%, lorsque m est nombre 
1} 


n 


7 d? 5 
y » qui, en observant 


pair, & par conséquent celle de — 


les conditions prescrites, sera la suivante : 


LL 
7 7 dz — (——1)"4y dy 
D ppp dy 9 + =. 
( soi Y Tor) Te) 
2cos (m—n+1) 2 - AY=— 2005. (nm —"ñ) LT . ydy 
se = - 
1—— 2ÿc0s. —— + ÿ 
T 
2 cos. (m nitr) Ÿ7 . dy—— 2008. (nm — De . ydÿ 
+ — 
L——2ÿcos. ty 
65 6x 
2c0s. (m: nn + E) _ . dy — 2C05. (m n) NE ydy 
+ 2 


À 07 2 
1—2y CREER —+— y 
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—— . e . e s e . Ê e. e. e + 


=. 


2COS. (m1 ven 1 1) (m — 2) Æ . dy—— 2005. (m —n) (m — 2) 7 . ydy 
m1 


2m 
+ 


A 2 
I —— 2} COS.(m—— 2) + y 


6. Les opérations qui nous ont conduit aux derniers ré- 
“sultats dans le 1° cas de m pair pour la détermination des 
fractions trinomes , ne dépendent nullement, comme nous 
l'avons vu, de la supposition de m pair ou impair , & l’on 
doit seulement considérer que lorsque m est impair, la 
dernière de ces fractions sera exprimée par la formule 


2COS (me—n#+1) (m—1) —d) 2C05.(m—n) (m—1)— .ydy 


LT 2. 
1—2ÿc0S (m - De + y 
Comme d’ailleurs nous mavons pour ce cas d’autre fac- 


teur binome que celui que nous venons de désigner par 

H' 
RE , 
H' dans le premier cas est elle-même indépendante de Ja 
supposition de m2 pair où impair, nous pourrons aussi pour 
ce cas précenter d’abord la décomposition entière de la 
formule, & l’équation sera 


;s & que la détermination que nous avons donnée À 


m pair 


2 = my" "dy are dy 


LT REY 


2 cos. (m T1) 2. dy ——2 cos.(m n) 27. ydy 
2 mn 


2 m 
+ ————————————————_—______ 
2T 2 
I —— 2ÿ COS. — y 
2 m1 


2 COS. (m— 7 +1) FT dy — 2 cos. (m — n) +7. ydy 
2m 2m 
+ ———— ————— 


I—— 2} cos. À + ÿ° 
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fk 2608. (m1) 2» dj —2 cos. (m n) 22 54 
| m 


T 


dy—2 cos.(m—71) (m—1) + sdy 


© 2cos(m—n+1) (m—1) 
DE == D ——— 
: Ft 1 — 2y cos.(m—1) — + y? 

2m 


m 


7. Ces résolutions pour les deux cas prendront une for- 
me plus simple, si lon fait réfléxion que généralement 


FT 


l 
. | TT : r + ET 
--4 | cos. (m—n+1)Z= cos. (7 — (1 — 1) mn) 
: | TT IT . TT . 

| = cos. = COS. (1—1) 5 sin. 7 SIN. (n—1) = 


T Se = 3 
— cos. (n—1) 7, par la raison que 7 devant étre PA ;, 


. TT TT Ai e 
sin, A sera constamment — © COS: Z = LL. 1NS1 


TT. 1T ar TT a AIT ë ar 
COS.(n=n)Æ==cos cos Sin -51n: = ES 


2m 


3 or nrT 1% na 1T 
Mais cos.(n—1) 7 — cos. (“= —:5) = cos. + cos. 
: 2 1TL 2 


2171 271 TT 217 


. 177 . TT . 0 . 
sin. —— SIN. Le Donc si en faisant successivement 


be r—2, 4, 6 &c., nous substituons cette valeur dans les for- 
“ mules des nombres $, 6, & si nous disposons convena- 
CH blement les termes de manière qu’elles se trouvent prépa- 
rées pour l'intégration, nous aurons 


m pair. 


Ch my dy — TS + 


1—— 7 =) D) 
27 
. 2nT. 27 

onm JD 2008. me. dy 25in. == sin. — . dy 

2m 
COS E 
2m * 2T : 
1 ——2y COS. —: +y° I ——2,cOS M. 2 ë 

2m DRE AO 


PRADA 


— COS, 


an 


2m 


6aT 


— COS. = _— 


—Ccos.n (m—2) 


71 
n M _ 
77 df 


I——7 


— COS, 


— COS. 


— COS. 


— cos. (m—1)—. 


271 


27T 


2 1 


air 


2m 
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2ÿdy ——2cos. .dy 


4T 2 
I —— 2 RS 
RE 2m ty 


67 
2 d 2 . : 
7e) RE æ 


[ = 2y COS 2 +ÿ° 


T 
L——2) COS. (m1) y" I 


—— 
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2 sin. = sin. = 4 
Due. 
47 2 
[I — 2y cos. = s 
) 2m 9 
: n 6T 
2 sin. — si 6) 
I 2y cos Gare 
En OS EE 
) Zu) 
L] [1 L] L e 
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2 


2 1. 


—— 


J 


2 


+ ——— 
2ÿCOS.(m——1) 


F nT T 
2Y 1 == 4 == — ñ —— = ——= ———— 1, _— . d: 
y dy——2cos.(m 2) . dy F 25in. (m——2) = Sin (m ee 7 
E T—— 2y COS. (m —— 2) M as I ——2ycos (ue) LEE 
? F 2m TJ ) | zm , 
U2 impair. 
nTI 7. dy 
EURE 
27 pe 
2ydy —— 2c0s. = . dy 25in. —— sin. — . dy 
DRE SEM a CASE 
ï 2y Cos SERV E 1 De us 
à ‘2m ) Y 2m J = 
7 : . AT 
2y dy——2 cos. 17 dy e sin. T7 sin. LT, dy 
2m 2m 2m 
7 4T 
1=— 2ycos. 47 +2 I——2\COs.-— 2 
y se +y JE  ÿ, 
6T Gnr 67 
2ydy——2cos. — . dy 2Sin in 2. dy 
£ 2 71 } 2m 27 
I1——2ycos Lire, mn + y? 
Er a PAPE] 
FT : 1T. T 
2ÿdÿ—2c0s (m—1)— dy 25in,.(m—1) —sin.(m—1) © 4y 
L D . 
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Les formules multipliées par les cos. sont évidemmen: 
différentielles logarithmiques, les autres s’intégrent par les 
arcs circulaires; & par l’intégrale de la formule générale, 

r (e] 
que nous avons trouvée au n. 16, 


À UT IT FT 
2 Sin. — sin. — dy RTE ÿ — cos. — 
REA TNREe —258I0.-— . arc. tang. PEL 
IT 2m 


LT 
I ——2y COS. 7 SIN. —— 
2 A1 2 m 


Donc , venant enfin aux intégrations avec lattention 
ordinaire de faire successivement r = 2, 4, 6 &c., & en 
ajoutant Ja constante l’on aura 


m1 pair. 


1" dg m 
x Le = — He — (—1} log. (ty) — log.(1—y) 


— cos, 7 log. (1 —2y cos. T+y*)+2si 


2 
je! 


ss PT Jog. (£ — 2 ES É in, 477 Ze 
cos. log. (1 ÿ cos. +-y")+2sin. arc. tang. 2" 


COS ie £ 


log. (1 —27y cos. À 


— cos. (m—2)2 = log. (T — 27 cos. (m —2) — + y°) 


T 
: se ÿ— cos. GR DE 
0 sin. (m—2) T_.arc.tans. Le 
2 sin. ( ) — arc. tang 


sin. (m—2) 7 
2m 


—— const. 


( 

À 

à 

& 


… D < EE ES 
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m impair. 


LE 
7 de my 
fs — log. (1— y) 


— cos. 7 log.(1—2yeos. 7 


| 2m 
2 m 2m * arc, CAD D, 


= + y )Hisin, 2 


—— COS. SE 
2711 


los.(r1——àvcos, +7 L coin. #7 > 2m 
D ( y Le y )+-2sin. —— + âlC. tag. 


sin, 


— cos. = log.(t—2y cos. °7 Ty )}+2sin © . arC. Tang. 


— COS. (CRE), = log. Ci— 2y cos. (m — 1) + D 


: f T. 
à = cos (n—1)=—= 
—2sin.(m—1)7,. arc.tang. Ci 


m1 


Sin. (m1) 7 
2m 


—- const. 


9. Nous embrasserons ici nouvellement Phyporthèse du 


m dy 
n._ 18 Ho doit être prise de manicre, qu’elle dispa- 


roisse lorsque l’on a fait 7 ou y ; & qu après linté- 
gration lon fasse y=— 1. Moyennanc la première condirion 
nous taisons évanouir toutes les intégrales qui précèdent 
les autres appartenantes aux arcs circulaires, pour lesquels 
seuls la constante a lieu. Or dans la formule générique 


a 


mr 0 moeues 


Te 


des 
PTS AL 


pi pent 


ENT ETES 


D 


2 
he 
pa 

CES 
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TT 
DRE ar 
in. 27. arc. tan “— en supposant y — 
2 sin. arc. Lang. —— pp Yÿ =, 
S111. — 
2 TM 
TT 
COS. — 
. . 2 111 
elle devient 2 sin. — +. AYC. (AUD, ——— . Donc on aura 
LL : 
Sin LE 
j EE — 
const, —=— 25sin. 77 .arc.tang. —_®" , & l'intégrale 
2m 2 TT 
Sin. 
2 "1 
complète 
« TT TT 
É er PE —— cos cn 
2, sin. 77 | arc.tang. — arc. tang : 
Er sin 7. 
2 M 


2m 


Il nous reste À faire dans toutes les intégrales VC 


le changement dans les autres termes étant clair, pour ceux 
qui regardent les arcs nous aurons 


TT 


e I— cos. pes 
DID ALCATAN D, "7 — fc, (AND, 27 
2m : TT TT 
Sin. Sin. — 
2 21m 
L Tr 
. Er à LE ee £ 
= 25iN. —— arc. (ang. - u par . : 
e tang — Ou par le n.° 18, 
RE — 
2 11 


nrT AT 


T 2 
A 1 (CM, DIS — 
C’est pourquoi . valeurs paires successives étant données 


jusqu'a r, les dernières intégrales qui regardent . arcs, 
formeront ces deux suites. 


=) SD 


FRE 


FAT 


ARTS EE AT td à 


5 MENT REPAS PAIERTES es 


D EL SE TELISE PONT 
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m pair. 
1. (3) sin, (m4) sin. FT + (m-6)sin. Eu re 
+ (m—at)sin, T4, + asin.(m—2) 7). 


m impair. 


2. = ((m—2) sin, 7 —+- (m1 — 4) sin. eu 
+ (mm —6) sin. 7 + cn + (72 — 28) sin. 7  …. 
+ sin. (m—1);7 ); dans lesquelles suites (m—21) sin. — 


/ r . 1T . 1nT 
est le terme général, 2sin.(m—2) — , sin.(m—1) — 


2 71 


le dernier. 


10. Pour sommer ces suites, j’eimploie la méthode du n.° 


19, & je in, 7 — sin. 0. S ] 
9, & Je nomme sin. — — sin. 0. Supposant la somme 


(at+b)sin.(2t+2) 8 + (cr+ d) cos. (1214-21) 8 + const. 
& raisonnant comme dans le n.° qu’on vient de citer, je 
parviendrai à Péquation 

(Ca cos.20—csin.20—a)r-+ bcos.20—dsin.20+-1—b) sin. 2/0 

= (— 2—+ m)sin.210 

+ (Casin. 28 Le cos.20—c) rbsin.28+d cos 20-c—4/) cos. 210 

D'où les 4 équations : 
1 4 COS. 20 — CSin. 20 a — —2 
2° a sin. 20 + ccos. 20 — c—0 
3° b cos. 29 — dsin. 20+a—b=m A 
4° b sin. 20 + dcos. 20+c—d—0o, 

f 
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les réductions trigonométriques nous donne 


st msin 28 2msin.8 cos. 8 m cos. 8 m 
CONSE, = 5  ———" — . 
2(1— cos. 28) 4 (sin. g 5? 2 sin. 2 tang. 0 


2 . # 
La comparaison de ces équations ävec celles du n.° 19 
nous fait voir qu’elles ne diffèrent que dans la 3° qui ale 
2° membre =m+1 dans celles-là, & — m dans celles-ci. 


En substituant donc dans les valeurs de c, d du n.° 19 


m —- 1 au lieu de m, nous aurons ceiies que aous cherchons. 


De: sio.:0 D z cos 28 
C AI; Re RATES 4e 2 1— cos. 20 ? 


—— in. 28 7 
dr %, & la somme cherchée sera 
2(1——cos 28) 
1 8 : 
= (oi  — ———) sin. (21 + 2)8 
2 1— cos.28 
(2rsin.20— (m——2)sin 28) cos.(2r +2) 8 conee. 


2(1——C08.28) 


La constante est déterminée par la condition , qu'ayant fait 


t—1, la somme soit = (m—2) sin. 20, d’où résulte 
z : m cos 28 : 
l’équarion COnNSt. —+- (x — ER — ES ) sin. 4.0 
2 sin. 20—(1n 2)sin.28 : à : 
cos.40 = (m—2) sin. 20 , qui a 
2(1—cos. 20) # ( ) > q ee 


Maintenant à la place du terme général il faut mettre les 
derniers termes des deux séries appartenantes aux deux cas 
de m pair, & de m impair, pour en avoir la somme en- 
tière, & ces termes étant 2 sin.(m—2)8; x sin. (m—1)0, 
dans lesquels doit se chañger le terme général (m—2t)sin.218, 
DONS AUIONS 222, LR OU M 2, im — TI. 
Dorc là somme de la série, pour 


PA 
N 


TORRES PERRET TETE PIE CPP TES 


Un be 
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m Le 


M —— 2 F1 cos. 280 
re =) sin. m0 
2 2 I — Cos. 


(m—2)sin 28 (m=——2) sin, 20 


———— —————— cos. m0 — UE 
Fe 2(I1——cos 26) art 2 tang. 2 rang. Ü 2 tang, 6 
m1 


= — , parce que sin.mÔ— sin. 7 —o , & le second 
n'T 


2ta0p. — 
2 mr 


terme est aussi zéro. 
Pour m impair on doit substituer le nombre m—1: 


cos.28 


3 


, M0 Le 
à 2; d’où résulte (— — 7? — 
2 2 1——C05,20 


ni sin. Cm + 1)8 


sin 26 


= COS. (m4-1)O + ———— 


cos. 28 ) 


2 (1 


2 tang. ET 


Mais sin. (m+1)0 = sin. m8 cos. 8 + cos. m0 sin. 6 


AT 


= sin. 27 cos. 0+-cos. 


in, = cos. 77 sin.6, 
2 


cos.(m +1) =cos.m8 cos.ô — sin. m0 sin. — cos. “7 cos. 8 


LME 
—sin.— Sin0 — cos: 27 


usage de ces va- 


leurs, la somme devient, pour 


m  2mpârr 


(—1--cos.20)sin ô cos. 2sin.8 (cos.8 }” cos. — : 
2 (1 —— cos. 28) Se robe cou 

— 2(cos 8)'sin cos. 2 sin. 8(cos 8) cos. — 4 E 
EP) a ge 


| 
j 
| 
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11. Revenant aux intégrations du n.° 8 de cet article, 
nous ferons y—1 excepté dans le terme — Jog. (1— y) 


L 
que nous écrirons — log. (1— 7") quoiqu'il soit réellement 


— log. (1—1) — ©, & substituerons Z + __7__ auxséries 
FT 
: Rae 2tang. 7 
2 M 


des arcs; ainsi l’on aura 


m pair 


= Le 
ÉÉNELSIER) 2 27") 271 = 
1 = —(—1) log.2-log.(1-7") — cos.®TIog.(2 2 cos. 
61% 6x 
— cos. ÊT log.(2—2 cos. 7 )— cos. — J08.(2—2 cos. 


LL] 


— COS. (m7 —2) = log. (2 —2 cos. (m—2) —  ) + —— 


gang — 
m impair. 
LS 
d — 
é £ m m ES | 27 
RES MC EST — COS. O 2— 2COS, 
1 = — log.(1—7" ) 7 log. ( 27) 


6 
— FT J0g.(2— 2 cos. Le — log. (2—2 cos 7) 


CS 


— cos. (m—1)— log. (2—2 cos. Go») D 


= 3 TT 
& comme Bénéralemenc TV COS... — 


T 


— Csin.! 2; ) qui donne log. (2-—2 cos.) —log. a(sin. 7 


là RE RER RER EE NNES 


PAR M MALFATTI 4T 
0 TT » : 
— 2 jog. 2 sin; le développement des valeurs de r fera 


prendre à ces intégrations cette dernière formule 


m pair. 
Le 6 
7% d7 É ; Li 
4 t ee ere n PE _ 
f. Re : (—1) log. 2 log. (1 — 7 ) 
20T . 27 anT k 47 
= œ TRES UE LT 
cos. —10P-21si0 Zn —— 2 COs. = log.2sin. = 
Gr . CT 
SE 7 2 cos. log. 2 sin. T7 er ee ee ee + * + 
2m 4m 
Ë AT . » TT: T : 
SR COS, (m2) >= log. 2 sin. (m—2)— LE T7 
Te 4 ung. 7 
21 


m unpair. 


# 
MEL m I : : , 277 : . e 2% 
Tr = — = — log. (1—7") — 2c0s. = log. 2 sin, 2* 


L—-7 Fe 
. -- f ; 5 
3 coss 7 log, 26in.27 2 Cos. Pr pren. Het 
277 4m 2m 4 Ti 
2T , T T 
— 2 cos. (m—1) — log. 2 sin. (m— be + ——— : 
4tang. 17 
2m 


is 

Ces deux intégrales À cause du terme — log. (1—7") où 
Von doit mettre 7 — 1, sont évidemment des quantités in- 
finies. - +. 
12. Nous finirons cet article en faisant observer que nos 


— 


« ’ - m1 d. be F7 
intégrations de Ja formule —T ne peuvent sérvir :r° lors 
t 


— 


que 7 est un multiple de m, ou lorsque n, m sont égaui; 
, 
Mais pour cette hypochèse 2 étant — gm l’on changera Ja 


ho. 


4 


Er am 


si 


RE nn ae tar 


# 
# 
# 
Fa 
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® _- & 4 ; dr ÊTL LA : y 
formule proposée en cette autre —. dont l'intégrale est de- 
2 


: ne 0 = dy » 
jà connue; 2.” lorsque Re la one = lonam—1; 


"dr 
mais se reduisant alors à : — on en trouve FREE com- 


c 
j 


me dans hypothèse précédente; 3.” lorsque pour la formule‘ 


_ 


ps 


= “& fon Am, 7 étant impair ; parce que s’il est 


pair, on revient aux cas précédens. Or si n est impair, 
en faisant 7 = 24—1:1, 72—=%, l’on a 

dy 2ÿ° Fdy 242 2q—4 d 24—6 
LT = — 2%" dy —2ÿ" dy — 27" dy 


É 
— + +. + — 24} ++, & en intégrant 
L - s , =)" : 


12) 


— 


OR an) rm pu De 
Lt 2G—— 1 NE 5; 2q 5 


—.2y + log. (1 y) — log. (15— y) + const. 

Par les conditions de nos intégrations la constante est 
zéro ; & lon doit faire y— 1. L’on aura donc en resti- 
tuant lé symbole #2 


+ D Es 


7 * d? 2 2 2 
=. = A2 - D ——4 RE LS EVER 


: 


— 2 + log. 2 ee ea —_7 +) qui à cause du dernier ter- 
me ; où lon doit mettre 7— 1, est une quantité infinie, 
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ARTIC RÉ CELe 


SE 1 de 
Usage des -intéorales de la formule —— 


pour trouver la somme à l'infini des series hxrmoniques.. 


a termes rationnels, 


Là Je prends. la formule : a & la développe en série 
1-7 


qui me donne 


8 ñn #1 
F » 2 +1 œ 


7" d m m nee ie : 

not dteet0 odt RARE) dal Go, 
Passant donc aux intégrations en sorte que Pinréprale dis- 
paroisse en faisant 7 =o , j'ai 


n n ñn n Lu \ 
CR EUS m2 m 5 m. 4 ; 
tadppint, mt en D ER dr vit Sec 


T7 Mn 21 —- 11 30H n AM 4-1 


Je fais 7 = 1 , & en divisant l'équation par m, il résulte 


Se | 
A 

 f° MES I Le 1 T &e 

MJ 17 mn 2m—+ n “ 


3n + n 4m + n 


Le second membre est une série harmonique générale 
dont les signes des termes sont alternatifs. Ici reviennent les 


2 hypothèses de 75 m,n<m:sin>m » fous devons : 


nous souvenir que (n. 7 artic. 1) nous avons vu que : 


A f, > es PIS 

1 +7 US dÿ—my ‘dy + my ee dy my dy 
DIM —1 7 y” ER dy ? Le . #r : 

D TR ne 7— ©. C'est Pourquoi en intégrant & 


I—+y 
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1 1 3° L . ET . E 
en faisant apres linrégration Y=1, n—gm=N, 


lon aura 


n = 
m 4 Fe m m 
- - m - : c . m 
TURN Ut de ne + mers 
IH = n 1m 1 —— 2/n D —— 3m RES 


ee fmy 1 d ue à 
SEdS Te DRE A Nous retombons ici dans les deux cas S 
F if 1+-ÿ" , : 2} 
nu de m pair & de m impair. Lorsque le premier cas de m pair 
qi a lieu, en changeant n en N dans la : “igiéerale du n.° 20 de 
Je Varticle 1°, & en omettanc le. premier terine ?, on aura l’inté- 
à 3 N — ‘dy ‘£ ù 4 É 
Ë grale de la formule — mes . De même sile cas de m 
l pre Le Sr), 1 - x “ 
; impair à lieu, la 2° intégrale qui ÿ'est désigñée, en omet- 
; tant le 1° terme ? , & changeant n.en N, sera la même 
: | FRA : ; <Syr 
que — 27, Donc en faisant usage de ces intégra- 
CE nn. ture, 
“les de la manière que nous avons dit ,; & en. divisant Îe 
$ tout par m1 nous aurons | 
i DE n>mMm; M pair. 
D RER ne ee he de, = NC: 
AE 147 mon ft © 2m + An. 3m HN : Am +n- : 
l 2 SAS SEVT 3 2 1 j I ; 3 
| RE Se m te, a ee ES n——3 0 + N 
F RTS 7 Le NT 3NT 3 3T 
4 + (cos - + 2c06. 2 log. 2sin. F- 
LL. 2COS.. —— = lo 2sin. 
EE LE D D. ler RS ne 


T7 
, 4msin, — 


ces, om Flog.2 2Sin. (mr) ET ——— | 


PAR M MALFATTI 
n>mM,; m impair. 
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